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RADYOAKTIF BOZUNMA

Deneyde Kullanilan Araclar

G-M Tiipii, Sayag, DC Gii¢ Kaynagi, Direngler (5 MQ, 5.6 MQ, 1 MQ), Kapasitor (0.01uF),
Potansiyometre, Kronometre

GIRIS

Bircok ¢ekirdek kararli degildir ve kendiliginden radyoaktif bozunma ile bilesimlerini
degistirirler. Notron ve protonlarin her bilesimi kararli ¢ekirdekleri olusturmaz. Genellikle
agir ¢cekirdeklerde notronlarin oraninin artmasina karsilik, hafif ¢ekirdekler ( kiitle numarasi <
20 ) yaklasik olarak esit sayida ndtron ve proton igerirler.

KURAMSAL BILGI

Bir ¢ekirdek, kendiliginden radyoaktif olarak bozunarak bir iHe cekirdegi (alfa parcacig), bir
elektron (beta pargacigil) veya bir foton (gama 1sin1) salarak uyarilmis bir enerji diizeyinden
veya bir sekillenimden kurtularak daha kararli duruma ulagir.

Herhangi bir radyoaktif maddenin bir numunesinin aktifligi, atom ¢ekirdeklerinin bozunma
hizidir. Eger bir 6rnekte belli bir zamandaki ¢ekirdek sayisi N ise, onun aktivitesi;

ile verilir. Burada dN/dt negatif degere sahip oldugundan R’nin pozitif olmasi i¢in 6niine eksi
isareti konur. Aktiflik i¢in kullanilan birim, saniyedeki bozunma sayis1 oldugundan Curie (C)
olarak ifade edilir.

Radyoaktif bozunma olay: istatistiksel bir olaydir. Radyoaktif maddenin bir numunesinin bir
cekirdegi belirli bir bozunma olasiligina sahiptir. Ancak, belirli bir zaman aralig1 i¢inde hangi
cekirdeklerin bozunacagini 6nceden bilmenin bir yolu yoktur. Eger numune yeterli derecede
biiyiik ise; yani cekirdek sayisi ¢ok fazla ise, onun belli bir zaman araliginda bozunma
ylizdesi, her bir ¢ekirdegin bozunma olasiligina ¢ok yakin olacaktir. Zaman aralig1 yeterince
uzun ise ve sayma orani yeterince diisiikse her bir bozunma sayilabilir.

Radyoaktif element iceren bir kaynak oldukca fazla sayida kararsiz ¢ekirdege sahiptir ve bu
kararsiz ¢ekirdeklerden herhangi birinin belirli bir zaman aralifinda bozunma olasilig1
oldukea diisiiktiir.

Binom dagilimi, birbirinden bagimsiz N olaydaki olasilig1 verir.

I
(N—=n)!In!

nN-n

P(n) = P'q

Burada p, bir olayin gerceklesme olasiliglr ve q gerceklesmeme olasiligidir. Bu bagmti ile
verilen olasilik dagilimi, n<<N, p<<l ise a=Np, yani ortalama degerin sabit kaldigi



kosullarda, Poisson dagilimina ulagir. Cekirdek sayisinin fazla, buna karsin bozunma iriinii
olan parcacigin ¢ikma olasiliginin kii¢iik olmasindan 6tiirii Poisson dagilimina gegilir.
Belirli bir zaman araliginda n tane pargacigin bozunma olasilig1 Poisson dagilimi ile verilir.

na—a

ae
n!

Pa (n) =

Burada a, belirli bir zaman araligindaki ortalama sayma sayisidir. Bu dagilimin standart
sapmast

o =a
ile verilir. Deneysel ortalama deger;

2 nF(n)
2 F(n)

a=nN=

ile tanimlanir. N degeri ¢ok biiyiidiigiinde Poisson dagilimi, normal ya da Gauss dagilimina
yaklasir ve

P(n) — (272_0_)—1/2 e—(n—ﬁ)/Zo—2
ifadesi ile verilir. Burada o = ()2 olan standart sapmadir. Genellikle,
o =2 (n-n)?P(n)
n
ile tanimlanir. Gauss dagilimi, Poisson dagiliminin yaklagik bir ifadesi olarak kullanildiginda

a=N=0¢

olarak alinir.
DENEY

Deney Diizenegi
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Bu deneyde Geiger-Miiller tiipii radyoaktif bozunmada detektor olarak kullanilacaktir. Biz,
belirli zaman araliklarindaki bozunma sayisindaki dalgalanmalarin dl¢iimii ile ilgilenecegiz.

Deneyin Yapihisi

1. Sekildeki devreyi kurunuz. 1 pC’lik ®Co gama kaynagimi G-M tiipiiniin yakiina koyarak
tiip gerilimini sayacta ilk sayim gozleninceye kadar arttiriniz. Sayma gozlendikten sonra tiip
gerilimini birkag 50V daha arttirarak G-M tiipiinii plato bolgesine getiriniz. ®°Co kaynagin,
GM tiipiinden sayma hizi saniyede 1 atma oluncaya kadar uzaklastiriniz. 10 saniyelik zaman
aralig1 i¢cin 50 (N) sayma yapiniz. Belirli zaman araliklarindaki sayma sayilar1 (n) icin
frekanslar1 hesaplayiiz. Sayma sayisina karsi frekans degerlerinin histogram grafigini ¢iziniz.
Deneysel verileri kullanarak N degerini ve standart sapmay1 hesaplaymiz. Poisson dagilimi
ifadesini kullanarak teorik olasilik ve ortalama degeri hesaplayarak, deneysel sonuglarla
karsilastiriniz. Dagilimdaki her bir degeri, deneyin tekrarlanma sayisi ile ¢arparak beklenen
frekans degerlerini hesaplayarak deneysel sonuglarla karsilastirmak igin grafigi, histogram
grafiginin iizerine ¢iziniz.

2. Zaman araligimi 20 saniyeye ¢ikararak yukaridaki islemleri tekrarlayiniz. N, o, teorik ve
deneysel frekanslar1 hesaplayiniz. Histogram ve beklenen (teorik) frekans degerlerinin
grafigini ¢iziniz. Sonuglar1 At = 10s ile elde edilen verilerle karsilastiriniz.

NOT
N degeri giderek arttiginda dagilimin N etrafinda giderek kesinlestigine dikkat ediniz. Kendi
verilerinizle karsilastiriniz.

SORULAR

1. Poisson dagilimindaki a parametresi, verilerinizdeki N degerinden hesaplanarak tahmin
edilebilir. Bu sonug ne kadar giivenilirdir? Yani, bu yolla elde edilen ortalama degerin
standart sapmas1 ne kadardir?

2. Eger belirli zaman araligindaki ortalama sayma T ile veriliyorsa, herhangi birenaz n
bozunmanin gozlenme olasilig1 ne olacaktir?

3. Zaman aralig1 10s’den 20s’ye ¢ikartildiginda Poisson dagiliminin hangi dagilima yaklasti-
gin1 soyleyebilirsiniz?



MAXWELL BOLTZMANN HIZ DAGILIMI

Deneyde Kullanilan Araclar

Maxwell Boltzmann hiz dagilim deney seti, ¢embersel oluklu sektor, dijital stroboskop, 400
cam bilye, kronometre, gii¢ kaynagi (15 Vac/ 12 Vpc/ 5A), baglant1 kablolari.

GIRIS

Birbirinden bagimsiz pargaciklarin olusturdugu T sicakliginda bulunan ve 1s1 deposu ile
yalnizca 1s1l etkilesmede olan bir sistemin r kuantum durumunda bulunma olasiligini veren
dagilima kanonik dagihm denir. Bu dagilima gore bir sistemi r durumunda, &r enerjisinde
bulma olasilig

P, ce (1)

dir. Burada B =(kT)™" sistemin 1s1l dengede oldugu 1s1 deposuna iliskin mutlak sicaklik
parametresidir.

V hacminde, T sicakliginda 1sil dengede bir ideal gazi goz Oniine alalim. Bu gaz
molekiillerinin klasik olarak incelenebilecegini varsayalim. Bu gazin yalnizca bir molekiiliinii
g0z Oniine aldigimizda bu molekiile, geri kalan molekiillerin olusturdugu T sicakligindaki 1s1
deposu ile 1s1l dengede olan bir sistem goziiyle bakilabilir. Molekiil tek atomlu olsun. Eger
gravitasyon gibi dis kuvvet alanlar1 yok sayilirsa, bu molekiiliin € ile gosterilen enerjisi
yalnizca

g:EmV =— (2)

kinetik enerjisidir. Burada gazin yeterince seyreltilmis oldugunu kabul ediyoruz. Bu nedenle
diger molekiillerle etkilesim yok sayilabilir.

Molekiilin durumu klasik olarak x,y,z konum koordinatlar1 ve px,py,pz momentum
koordinatlar1 ile belirlenir.

d®r = dxdydz (3)
ve
d*p=dp,dp,dp, 4)

olmak tizere kanonik dagilimdan yararlanarak molekiiliin ¥ ile F+dr arasinda ve p ile
p +dp arasinda olma olasilig1

(p?/2m)

P(r, p)drd®pace P "g3rdp (5)

dir. Ayn1 bagmtty1 momentum yerine hiz cinsinden de yazabiliriz. V= p/m molekili T ile
I +dr arasinda bir yerde ve V ile V+dv araliginda bir hiza sahip olma olasilig



P'(F,v)d 3rd3v ace 2™ 433y 6)
dir.

f (v)d*v =birim hiicrede hizlar1 V ile V+dV araliginda yer alan parcaciklarin sayis1 olmak

lizere
! 3,43
fddy= NP “ggf rd’v @
f (v)d3v = —ce WA 43, ®)

P' (ya da f) yalnizca V ’nin biiylikliigiine baglidir, dogrultusuna bagl degildir (ni¢in?). Esitlik
8’de tiim olas1 hizlar iizerinden toplamin birim hiicredeki molekiillerin ortalama sayisi olan
n’ye esit olmasi gerekir. Bu islem yapildiginda

3/2
C= n(@j 9)
2r

olarak bulunur.
KURAMSAL BILGIi

Maxwell-Boltzmann Parc¢aciklari

Bu tiir pargaciklar birbirinden ayirt edilebilir ve herhangi bir enerji diizeyine ya da durumuna
yollanan pargacik sayisinda

E=25 N=2N, (10)
kosullarma uyuldugu siirece, bir kisitlama yoktur.

Birim hacimde, hizlar (V = M) V ile V+dv araligindaki molekiillerin ortalama sayisi

F(v)dv, bu aralikta hiza sahip tiim molekiillerin {izerinden dogrultuya bakilmaksizin toplam
almarak bulunur.

F(v)dv=[f(v)d (11)

V<V <v+dv

Burada d3v hiz uzayinda i¢ yaricapi v dis yaricapt V +dV olan bir kiiresel kabuga karst

gelir ve 4mv?dv ile verili. dvsonsuz kiigik oldugundan f (V) yalnizca v ’nin
biiyiikliigiine baghdir ve kiiresel kabugun her yerinde ayn1 degeri alir. Boylece Es. 11

F(v)dv = 47f (v)vidv (12)



sekline doniisiir. Esitlik 8’de verilen f (V) tek bir molekiil i¢in diizenlenerek Esitlik 12°de

yerine konuldugunda, bir molekiiliin hizimin biiyiikliigiiniin v ile v+dv arahginda

yayilma olasih@ini veren
3

m A 2
F(v)dv = 47;(—) e ™ 2Ty dy (13)
27KT

baginti elde edilir. Bu bagintiya Maxwell Boltzmann Hiz Dagilim fonksiyonu
denilmektedir. Dagilim fonksiyonu belli bir hiz degerinde maksimum bir degere sahip olur ki

bu hiz degerine en olasi hiz V,, ad1 verilmektedir. Gerekli tiirev alma islemi yapildiginda

[ 2KT
Veno = “m (14)

olarak bulunur. Esitlik 13’de V,,,, kisaltmas1 kullanilirsa, dagilim fonksiyonu

4 V2
F(v) =————¢
W=

—vZ/v2

(15)

sekline doniisiir. Bu fonksiyonu sistemdeki toplam parcacik sayisi N ile ¢arparsak, hizlarinin

biiyiikliigii. v ile v+dv arahginda yayillan molekiillerin sayisin1 veren dagilim
fonksiyonunu elde ederiz.
2
n(V) — 4N V3 e—VZ/Vezno (16)
\/; Veno

Ote yandan molekiiliin hizmin biiyiikliigiiniin ortalamas,

vV =|F(v)vdv

O 8

(17)

ortalama deger bagintisindan bulunabilir. Burada (13) bagintist kullanilirsa,
e} ) 2
V =4z(m/ 27KT)%2 [e"™ 12T\ gy = (8KT / 2m)* (18)
0
bulunur. Bu hiz ¢ogu kez molekiilsel hiz olarak bilinir. Hizin karesinin ortalamasi ise,

v2 = [ P)v2dv =[47(m/ 27KT)¥2 | [e~™ /2Ty dy =3kT / m (19)
0 0



bulunur. Hizin karesinin ortalamasinin karekokii olarak tanimlanan ve kisaca v, ile
gosterilen hiz,

Vi = (3KT /m)Y? (20)
olacaktir.

Deney sisteminde bilyeler egik atis hareketi yaptiklari icin konumlar1 ve hizlar1 arasindan su
sekilde bir iliski vardir:

X = vt —Et2 t= 2h X =V 2h v—&%g
- ] - 2 g ] - g ] - g ] - 2h (21)

Hiz dagilim fonksiyonu bilyelerin konumuna gore yeniden diizenlenirse,

% % —(mng/Zh)
_nad M gj ’
”(X)‘NM(zzsz) (Zh e #2)

sekline doniisiir. Bu fonksiyon da belli bir x degerinde maksimum deger alir ki bu konuma en
olas1 konum denir. Esitlik 22 kullanilarak gerekli hesaplama yapildiginda X, i¢in

eno

— [4AhKT _ 2h
Xeno = \ mg Veno Vg (23)

ifadesi elde edilir. Bu durumda dagilim fonksiyonu

4N x°
N(x) = —= g€

\/; Xeno

(24)

olarak diizenlenebilir. Deneyde dagilima katilan bilye sayist net olarak bilinmedigi igin
dagilim fonksiyonundaki N sayisi belli degildir. Bu nedenle fonksiyonun her deneyde
dagilima katilan efektif bilye sayisina gore yeniden diizenlenmesi gerekmektedir. Bu amagla,
A bir sabit olmak tizere, dagilim fonksiyonunu asagidaki sekilde yazmak miimkiindiir.

X2
" / no
n(x) = AX3 g 1% (25)

eno

Deneysel olarak bulunan Xeno Ve n(x,,,) degerleri kullanilarak A sabiti bulunabilir.

eno

Maxwell-Boltzmann hiz dagiliminin gegerli oldugu simirlar

Maxwell hiz dagilimina ulasirken kanonik dagilimi klasik yaklasim icin kullandik ve burada
bu klasik tanimin gecerliligi i¢in



A h

S,P, >>h yani SO>>7L0:2—:— (26)
T Po

Burada S, ortalama serbest yol, &, De Broglie dalgaboyudur. T sicakliginda, m kiitleli bir

gazin g en olast momentumunun biiyiikligii bu molekiiliin Vg, hizindan bulunabilir.

Po = MVgno =~ 2MKT (27)

Buna kars1 gelen de Broglie dalga boyu

50| =

o

1

28
2mkT (28)

dir. Klasik tanim molekiilleri belirli yoriingelerde hareket eden ayirt edilebilir pargaciklar
olarak kabul eder. Bu kabuliin gegerli kalmast i¢in en yakin iki molekiil arasindaki uzaklik S

S, >> &, (29)

olmalidir. Bu kosul saglanmiyorsa kuantum mekaniksel etkiler isin icine girer, 6zellikle
molekiillerin ayirt edilemez olmasi 6nem tasir. En yakin iki molekiil arasindaki S, uzakligimi
yaklasik olarak belirleyebilmek i¢in her molekiiliin kenar1 S, olan bir kiipiin i¢inde oldugunu

diistinelim. Bu kiipler N tane molekiilden olusan gazin V hacmini doldururlar. Bu durumda
birim hacimdeki molekiil sayis1t n = N/V olmak iizere,

SeN =V
(30)
dir. Buradan da
vyE o
S, = (ﬁ) e (31)

Bu durumda klasik yaklasimin gegerlilik kosulunun kullanilmasiyla

X, h

Mo b2
ns <<1 32
S, 2mkT (32)

kosulu elde edilir. Bu bagmt1 klasik yaklasimin, gazin yeterince seyreltilmis (n kiiciik), T
sicakliginin yeterince biiylik ve molekiiliin kiitlesinin ¢ok kii¢iik olmamas1 durumunda gegerli
olacagini gosterir.



DENEY

Deney Diizenegi

Sekil 1. Maxwell-Boltzmann hiz dagilim deney diizenegi

Tablo 1. Deneyle ilgili sabitler

Bilyelerin titrestirildigi hacim V=72cm
Titresiciye konulan toplam bilye sayis1 | N = 400

Frekans f= 2500 devir/dakika
Bilyelerin diisme yiiksekligi h=8 cm

Deneyin Yapihisi

Sekil 1’de verilen deney diizenegini kurun. Titrestirici iginde cam bilye olup olmadigini
kontrol edin, eger titrestirici i¢inde cam bilye var ise ya onlar1 ¢ikartin ya da sayisini tespit
edin. Ayrica oluklu sektér icinde de bilye bulunmamasini saglaymn. Cam bilyelerin
titrestiriciden ¢ikisini saglayacak olan deligi kapatin. Cam bilyelerden 400 tane sayarak (varsa
titrestirici igindekiler de dahil) titrestirici igine bosaltin. Gii¢ kaynagi ile oynayarak bilyeleri
titrestirmeye baglaym. Belli bir frekansa (2500 devir/dakika) ayarlanmig olan stroboskobu
kullanarak bilyelerin titresim frekansini belirleyin. Bilyelerin ¢ikisi i¢in titrestiricinin deligini
acarak 2 dakika bekleyin ve sonra kapatin. Cembersel sektdrlere diisen bilyeleri bagka yerlere
dokmeden oluklu sektorlere akitin ve oluklu sektorlerde bilyelerin dagilimina bakin. Her bir
oluktaki bilyeleri sayarak Tablo 2’yi doldurun. Ayni islemleri t = 4 dakika icin de tekrarlayin.
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Verilerin Degerlendirilmesi

Deneysel verilerden Xg,, Ve N(Xgno) degerlerini belirleyin ve bu degerleri kullanilarak A

sabitini hesaplayin. Daha sonra her bir x degeri i¢in teorik n(x) degerlerini hesaplayarak Tablo
2’de yerlerine yazin.

Deneysel n(x) degerlerinin x ile degisimini gosteren histogrami ve kuramsal olarak elde
edilen n(x) degerlerinin x ile degisimini gosteren egriyi ayni grafik {izerine ¢izin. Histogram
ile dagilim fonksiyonunu uyumlu olup olmadigini irdeleyin.

Ayrica Vv

eno !’

Tablo 2. Deneysel ve kuramsal veriler

V.« Ve V degerlerini de hesaplayarak t siiresi ile iliskili midir agiklayin.

t=2dk

t =4 dk.

x(cm)

n(x) deneysel

n(x) kuramsal

n(x) deneysel

n(x) kuramsal
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w

N
S
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SORULAR

1.

Maxwell hiz dagilimina uyan bir molekiiliin kinetik enerjisinin en olas1 degerini veren
en kisa ifadeyi tiiretiniz.

Maxwell hiz dagilimina uyan bir gaz sisteminde molekiillerin hiz bilesenlerinin
bliylikliigiiniin ortalamasini veren ifadeyi bulunuz.

Esitlik 8’de yer alan C sabitinin Esitlik 9°da verilen ifadeye esit oldugunu gosteriniz.

Gerekli islemleri yaparak v, , V, V> Ve X, nin foyde verilen ifadelerini bulunuz.

eno ’

. Baslangigta 400 tane bilye sayilarak titrestirici i¢cine konuldugu halde ni¢in dagilima

katkida bulunan bilye sayis1 bilinmiyor kabul edilerek efektif bilye sayisi hesap
edilmektedir?

12



ISIL ISINIMIN INCELENMESI

Deneyde kullanilan araclar

Isima algici, 1s1l 1s1ma kiibii, pencere cami, yansitict malzemeler, milivoltmetre, ohmmetre,
termometre, Stefan-Boltzmann lambasi, gii¢ kaynagi, ampermetre (0-3 A), voltmetre (0-12
V)

GIRIS

Sicakligi, mutlak sifir sicakliginin iistiinde olan her cisim 1s1 yayar. Ornegin bir metal
isitildiginda, sicakligina bagl olarak kirmizidan, sar1 ve beyaza kadar renk alir, baska bir
deyisle goriiniir bolge frekans araliginda yaymnim yapar. Cisimlere iliskin yayinim frekanslari
dogaldir ki goriiniir bolgenin disinda da degerler alabilir. Bir cismin 1$1masi o cismin {izerine
diisen 1s1n1m1 sogurma yetenegi ile de yakinda ilgilidir. Cisim sabit sicaklikta ise ¢evresi ile
1s1l dengede oldugundan, 1s1n1im1 yayma hizi ile 1s1n1mi1 sogurma hizinin ayni olmasi gerekir.
Uzerine diigen tiim 1s1n1m1 soguran ideal cisme siyah cisim ad1 verilir. Deneysel olarak bdyle
bir ortam duvarlar1 T sicakliginda tutulan ici oyuk bir cisimle gerceklestirilebilir. Bu cismin
duvarinda acilacak kiigtik bir delikten disart ¢ikan 1s1mnimin enerji yogunlugunun incelenmesi
19. ylizy1l sonlarinda arastirmacilarin baslica konusu olmus ve sonugta kuvantum kuraminin
ortaya cikmasii saglamistir. Isinim siddetinin frekansa bagli olarak incelenmesinden,
1$1n1min

a) siirekli oldugu, b) genis bir frekans araligin1 kapsadigi, ¢) maksimum siddetin T'ye bagli bir
dalga boyunda oldugu, d) maddenin seklinin ve kullanilan malzemenin dnemli olmadigi e)
yalmiz T ve v frekansina bagl oldugu gozlenmistir.

Oyuk i¢inde enerji yogunlugunun ( T sicakligindaki oyugun birim hacminde A ile A+dA dalga
boyu araligindaki enerji) degeri Wien tarafindan termodinamik yontemlerle

u, (A)dA = % di

olarak bulunmugtur. Daha sonra Stefan siyah cismin toplam 1s1n1m enerjisi i¢in

E=[u,(A)di= goT*
0
bagintisini bulmustur. Burada ¢ = 5.67x108 W/m?K* Stefan-Boltzmann sabiti, € 1s1n11m yapan
yiizeyin yayinim katsayisidir. Siyah cisim i¢in € =1 dir. ut(A)'nin agik ifadesini elde etmek
iizere siyah cismin duvarlarinin A dalga boyunda 1sinim yapan belli sayida titresiciden
olustugu ve her bir titresici enerjisinin kT'ye esit oldugu varsayilmistir. Buradan Rayleigh ve
Jeans, oyugun birim hacminde A ile A+dA dalga boyu araligindaki enerji igin,

o (A)da =K 4,

24

sonucuna ulagmistir. Biiyiik dalga boylarinda bu sonu¢ deneyle uyumludur. Ancak toplam
1$1n1M enetjisi igin

E=[p,(A)di=w
0

13



kabul edilemez bir sonug verir (Sekil.1).

P(A)

A
\
A

Rayleigh-Jeans

Planck

¥

i

{

| Wien

Sekil 1.

Kuramla deneysel sonuglar arasindaki bu uyumsuzlugu ¢ézmek iizere Max Planck, 1900
yilinda, deneyle iyi uyusan bir bagint1 6nerdi. Bu bagintida, bugiin Planck degismezi olarak

adlandirdigimiz énemli bir say1, h=6.625x10%* Js yer aliyordu. Buna gére oyuk igindeki bir
osilatoriin enerji sogurmasi ya da yayinimu siirekli bigimde degil, hv gibi bir kuvantumun tam

katlar1 bi¢iminde,
En= nhv n=0,1,2,....

degerlerinde gerceklesiyordu. Planck 1sin1im bagintisi

8zhc 1
pr(A)da= B enelAT _1dﬂ“

ile verilir ve deneyle iyi uyum saglar.

14



DENEY

KESIM 1: Isil Isimima Giris

Deneyin Yapihisi

1. Sekil 2'de gosterilen devreyi kurunuz.

2.

Is1l 1s1ma kiibiinii aciniz ve gii¢ diigmesini YUKSEK konumuna getiriniz. Kiibiin direnci
~40 kQ degerine diistiigiinde gii¢ diigmesini 5.0 konumuna ayarlayiniz.

Kiip 1sil dengeye ulastiginda (ohmmetreden okunan diren¢ degeri yaklasik sabit
kaldiginda), 1s1ma algicini kullanarak, kiibiin dort farkli yiizeyinden yayilan 1simay1 algict
her yilizeye dokundurup bu sirada voltmetredeki sapmayir kaydederek okuyunuz.
Ohmmetreden okunan direng degerine karsi gelen sicakligi Tablo.1.'den bulunuz.

. Gii¢ diigmesinin konumlarin1 sirasi ile 6.5, 8.0 ve YUKSEK konumlarima ayarlayiniz, her

konum igin kiibin 1s1l dengeye gelmesini bekledikten sonra yukaridaki olgtimleri
tekrarlayiniz.

Algici, 1s1ma kiibiliniin siyah ylizeyinden ~ 5 cm uzakliga yerlestirerek Olctiigli degeri
kaydediniz.

Daha sonra 6l¢timleri araya cam, kopiik gibi farkli malzemelerle tekrarlayiniz.

Is1l Isima Kiibii

-:E'jr’r:-

Isima Algici

Milivoltmetre

Ohmmetre
Sekil 2.
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KESIM 2. Stefan-Boltzmann Yasasi
Deneyin Yapihisi

1. Deneyin yapildigi ortamin sicakligini ve bu sicaklikta Stefan-Boltzmann lambasinin
filaman direncini (Rref) duyarlikli olarak 6l¢iiniiz.

2. Sekil 3'deki devreyi kurunuz. Devrenin kurulusunda, algicin 6n yiiziini filamandan ~ 6
cm uzakta olacak bigimde ayarlayiniz ve algi¢ ile filamanin yiiksekliklerinin aymn
olmasina 6zen gdsteriniz.

Griig Kaynagi Amperietre

(13 V MAX!)
I/ .J:{' iii'
9

Milivoltimetre Voltmetre

6 cm

Sekil 3.

3. Gili¢ kaynagini agimiz ve 1V - 10 V araliginda 1 V'luk adimlarla akim degerlerini ve
milivoltmetreden 1ginima iliskin gerilim degerlerini [Rad(mV)] okuyunuz.

ONEMLI UYARI! Algigla okumalar1 hizlica yapiniz. Okumalar arasinda algigla lamba
arasina bir yansitici levha yerlestirerek algicin sicakliginin sabit kalmasini saglaymiz.

4. Her bir gerilim degeri icin Ohm Yasasini kullanarak filaman direncini ve her direng
degerinde

, R-R,
. aR

+ Treif

ref

bagintis1 uyarinca T filaman sicakligini hesaplaymiz. Burada a filaman direnci i¢in sicaklik
katsayisidir ve tungsten icin o = 4.5x10° K1 dir.

5. Rad (mV)-T* grafigini ¢iziniz ve yorumlayiniz.
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SORULAR

1. Wien yer degistirme yasasini agiklayiniz ve bu yasay1 Planck bagintisindan tiiretiniz.

2. Planck bagintisin1 kullanarak siyah cismin yaydigi isinimin sicakligin 4. kuvveti ile
orantili oldugunu gosteriniz.

3. 2500 K'de tutulan bir siyah cisim i¢in yayiimin maksimum oldugu dalgaboyunu bulunuz,
elektromagnetik spektrumun hangi bolgesine diistiigiinii agiklayiniz.

Tablo 1. Isil 1s1nim kiibii i¢in direng-sicaklik verileri.

Termistér  Sicaklik Termistér  Sicaklik Termistér  Sicaklik Termistér  Sicaklik Termistér  Sicaklik Termistér  Sicaklik
Direnci (°C) Direnci (°C) Direnci (°C) Direnci (°C) Direnci (°C) Direnci (°C)
(@) () () Q) (@) Q)

207850 10 66356 34 24415 58 10110 82 4615.1 106 2881.0 130
197560 11 63480 35 23483 59 9767.2 83 4475.0 107 22183 131
187840 12 60743 36 22590 60 9437.7 84 4339.7 108 21576 132
178650 3 58138 37 21736 61 91208 85 4209.1 109 2098.7 133
169950 14 55658 38 20919 62 8816.0 86 4082.9 110 20417 134
161730 15 53297 39 20136 63 8522.7 87 39611 111 1986.4 135
153950 16 51048 40 19386 64 82406 88 38434 112 1932.8 136
146580 17 48905 41 18668 65 7969.1 89 3729.7 113 1880.9 137
139610 18 46863 42 17980 66 7707.7 90 3619.8 114 1830.5 138
133000 19 44917 43 17321 67 7456.2 91 3513.6 115 1781.7 139
126740 20 43062 44 16689 68 72140 92 3411.0 116 17343 140
120810 21 41292 45 16083 69 6980.6 93 3311.8 117 1688.4 141
115190 22 39605 46 15502 70 67559 94 32158 118 16439 142
109850 23 37995 47 14945 71 65394 95 3123.0 119 1600.6 143
104800 24 36458 48 14410 72 6330.8 96 3033.3 120 1558.7 144
100000 25 34991 49 13897 73 6129.8 97 2946.5 121 1518.0 145
95447 26 33591 50 13405 74 5936.1 98 28625 122 14786 146
91126 27 32253 51 12932 75 57493 99 2781.3 123 1440.2 147
87022 28 30976 52 12479 76 5569.3 100 2702.7 124 1403.0 148
83124 29 29756 53 12043 77 5395.6 101 2626.6 125 1366.9 149
79422 30 28590 54 11625 78 5228.1 102 2553.0 126 13319 150
75903 31 27475 55 11223 79 5066.6 103 2481.7 127

72560 32 26409 56 10837 80 4910.7 104 24126 128

69380 33 25390 57 10467 81 4760.3 105 23458 129
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Adi-Soyadi:
No:

ISIL ISINIMIN INCELENMESI

KESIM I. ISIL ISINIMA GIRIS

Konum

5

6,5

8

Yiiksek

Yiiksek

Yiizey

Rad (mV)

Rad (mV)

Rad (mV)

Rad (mV)

Sivah Yiizey

Rad (mV)

Siyah

5cm (mV)

Beyaz

Cam (mV)

Parlak Al

Kagit (mV)

Mat Al

Kopiik (mV)

Kiip Sicaklig (°C)

Naylon (mV)

KESIM II. STEFAN-BOLTZMANN YASASI

VERILER

HESAPLAMALAR

V (V)

| (A)

Rad (mV)

R=V/I (£2)

T(K)

T4 %1013 (K%)

1,00

2,00

3,00

4,00

5,00

6,00

7,00

8,00

9,00

10,00

11,00

12,00

Ol Tungsten = 4.5%x10 ° K
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YUKLENMIS ZAR

GIRIS

Bu deneyde bir ¢ift zar kullanilacaktir; bu ¢iften birinin bir yiizline kiigiik kursun parcalar
eklenerek yiiklenmis, digeri ise yliklenmemistir. Sorun hangi zarin ve hangi yliziiniin
yiiklenmis oldugunu bulmaktir. Problemin ¢dziimii i¢in gesitli yollar dnerilebilir. Ornegin,
zarla ayn1 yogunluga sahip bir sivi kullanilabilir. Zar sivinin igine batirilir ve bir yiiziiniin her
zaman yukar1 gelip gelmedigi not edilir. ikinci yontem olarak zar kendinden daha az yogun
olan viskoz bir sivinin i¢inde diismeye birakilabilir. Bir diger yontem de zar birkag degisik
sekilde baglayip asarak kiitle merkezini bulmak olabilir.

Bu deneyde sans oyunlari yontemi kullanilacaktir. Bu yontemde her zar defalarca atilarak
hangi yiiziiniin yukar1 geldigi kaydedilir. Bu yontemin kotii yani biliylik hatalar verme
olasiligidir. Ciinkii hangi yliziin yukar1 geldigi zarmn, atildigi andaki konumuna, doénme
derecesine, masaya nasil ¢arptigina ve nasil yiiklendigine baglidir. Biitiin bu etkenlerin
gelisigiizel oldugu varsayilir ve zar yeterince ¢cok sayida atilirsa zarin yiikli olup olmadigi ve
nasil yiiklii oldugu belirlenebilir.

DENEY

Deneyde yesil ve kirmizi renkte iki zar kullanilacaktir. N zarlarin atilma sayisini, n de yukari
gelen yiizeyi gostersin. Bundan dolay1 n, 1°’den 6’ya kadar degisir. Her saymin kag kez geldigi
F(n) ile gosterilir ve frekans olarak adlandirilir. Ornegin bir deneyde 1 sayis1 7 kez, 2 sayist 5
kez, vb. gelmisse F(1) =7, F(2) =5, vb. olur.

Her zar1 10 kez (N=10) atin ve her zar i¢in her yiiziin gelis frekansini kaydedin. Her frekans
icin F(n)/N’yi hesaplayarak her yliz i¢in olasiligi belirleyin. Sekill’dekine benzer olarak
buldugunuz degerlerin histogramin ¢izin.

Bulunan deneysel olasiligi, f(n) ile gosterdigimiz kuramsal olasilikla karsilagtiralim. f(n)’ nin
ne olmasini bekleriz? Yiiklenmemis bir zar i¢in alt1 yiizliniin her birinin gelmesi ayni derece
de olasidir ve bu nedenle f(n) = 1/6 = 0,1666... olmasin bekleriz. Bu degerden sapma
gozlersek ya N cok kiigiiktlir ve gelisigiizel dalgalanmalar géze carpacak biiyiikliigii bulur
veya ylizeyler arasinda sistematik bir fark vardir (zar yiikliidiir). Burada istatistiksel problem,
verilerin ¢éziimlenmesi ile f(n) = 1/6’dan gozlenen sapmalarin 6nemli olup olmadiginin
belirlenmesidir.

Fiziksel temele gore sunu bekleyebiliriz; Belli bir yiliz gelisigiizel frekansla degil de daha sik
yukar1 geliyorsa, zar bunu altta kalan yiiziin zararina yapiyor demektir. Bundan dolay1 zit
yiizler i¢in olasilik farkina bakmak isteriz. Sekil 2’dekine benzer olarak zit yiizlerin fark
histogramini ¢izin. Degerlerinizden hangi zarin ve hangi yliziiniin yiiklii oldugunu tahmin
edebilir misiniz? Bir deneme yapin.
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Sekil 1. Olasilik histogrami
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<
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Sekil 2. Zit yiizler i¢in olasilik histogrami
Her zarn 100 kez atarak frekanslar1 kaydedin. Sekil 1 ve 2’deki gibi yeni olasilik

histogramlarini  ¢izin. §imdi hangi zarmn yikli ve hangi yiziinin yikli oldugunu
distintiyorsunuz? Ilk yaptiginiz dogru muydu? Yanilmis olmaniz olagandir.
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Simdi asagidaki sorular1 sorabiliriz:

1- Yaptiginiz ilk 10 atislik deney sonunda verilerinize gore yarginiza ne kadar
giivenebilirsiniz?

2- 100 atiglik sonuca ne kadar giivenebilirsiniz?

3- Elde ettiginiz sonucun dogru olabilmesi i¢in kag¢ atis yapmaniz gerekiyor? Bunu bilmek
sliphesiz ¢ok faydalidir, ¢linkii yiikli yiizii % 95 kesinlikle belirtebilirseniz atisa devam
etmenin ¢ok az dnemi olabilir.

Ki-Kare (Chi-square)Testi, x2.

Eger N gozlem yaparsak ve her birinin v olabilir sonucu varsa ( bir zar i¢in v = 6 ) verilen
belli bir olayin gozlenen F(n) frekansi ile kuramsal Nf(n) frekans1 arasindaki beklenen sapma
hakkinda tahmin yapabiliriz. 60 atista verilen bir n i¢in frekansi bekledigimiz gibi 10 degil de
12 olarak bulabiliriz. 600 atis i¢cin de 100 yerine 94 bulabiliriz. Burada 6nemli nokta sudur; N
atis sayis1 arttikca beklenen ve gozlenen frekanslar arasindaki fark, beklenen frekansin kendisi
ile ayn1 hizla artmaz. Gergekte, bu farkin ortalama olarak beklenen frekansin karekokii ile
orantili olarak arttiga inanmak gerekir.

Yukaridaki ifadeye gore,

F(r) - Nf(n)
@)
[Nf(r) ]

niceligi verilen bir n i¢in 1 basamaginda olmalidir. Elde edilebilecek negatif farklar1 ortadan
kaldirmak i¢in yukaridaki ifadenin karesini aliriz: Sonra da n’nin farkli v degeri icin bu
terimleri toplariz (zar igin v = 6 ‘dir). Sonug genellikle %2 ile gosterilir:

2 _~ [F(n) - Nf(n) [
X Z NTO) (2)
Bu toplamin v basamaginda olmasini bekleriz; v’den yeterince biiylikse, baska bir deyimle
gozlenen frekanslar ile beklenen frekanslar arasinda ortalama olarak beklenmedik biiyiik
farklar varsa, o zaman gozlemekte oldugumuz sistemin bekledigimiz gibi ideal dagilima
uymadigindan siiphelenebiliriz. ideal sistem yiiklenmemis bir zar ise, bunun i¢in f(n)=1/6’dur.
%% ‘nin 6 dan biiyiik bir degeri zarm yiiklenmis oldugunu gosterir.

Biitiin durumlarin esit olasilikli oldugunda f(n) =1/v ‘dur. Ayrica F(n) = N olgusundan da
yararlanabiliriz. Bu durumda Egsitlik (2)’yi basitlestirerek

SR o

elde ederiz.

Ornegin Sekil 1°de gosterilen degerler igin
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x° =10{6(0.24) -1} = 4.4 (4)

diir. Bu v basamaginda olduguna goére goézlenen sapmalarin 6nemli olmadigini kabul
edebiliriz.

Fakat sapmalarin 6nemli olup olmadigina nasil karar veriyoruz? Her bir 10 atislik dizi i¢in y?
degerini hesaplayarak bu 10 atishik diziyi ¢cok sayida tekrarladigimizi kabul edelim. x? igin
Sekil 3’deki gibi normallestirilmis bir dagilim bekleriz. Verilen y? degeri, dagilimda daha
biiyiik deger alma olasihig: ile belirginlesir. Bu, belli bir degeri asan y? degerine rastlayacak
egrinin altinda kalan alanin yilizdesidir. Buna P giivenilirlik diizeyi denir. Kiigiikk bir
giivenilirlik diizeyi, olaylarin dagilimmin gelisi giizel olma olasiliginin ¢ok kiiciik oldugunu
anlatir. Su halde inceledigimiz durumda yiiklii bir zarin biiyiik bir ki-karesi olacak ve bunu
tutan giivenilirlik diizeyinin de kiiciik olmas1 gerekecektir. Tablo1’de %2 ‘nin alt1 olay icin
degisik giivenilirlik diizeylerindeki degerleri verilmistir. O halde y? ‘nin 4,4 degeri icin
dagilimin gelisi giizel olduguna hemen hemen % 80 giivenebiliriz. Bu, daha biiyiik N i¢in
sapmalar goriilmeyecek demek degildir. Sadece 10 atis i¢cin sapmalarin dnemli olmadigini
sOyliiyor.

FOH T
|
1P | P
O L
72
Sekil 3. Giivenilirlik diizeyi
Tablol. Giivenilirlik diizeyleri
Giivenilirlik Diizeyleri(%) P x?
v=06
99 0.872
98 1.134
95 1.635
90 2.204
80 3.070
20 8.558
10 10.645
5 12.592
2 15.033
1 16.812
0.1 22.452
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Yesil ve kirmiz1 zarlar i¢in 10 ve 100 atigtaki ki-kareleri hesaplaym. Hangi zarin yiiklenmis
oldugunu diisiinliyorsunuz? Giivenilirlik diizeyiniz nedir? (Burada istatistiksel bir dalgalanma
gozliiyorsunuz.)

SORULAR

1. Yiiklenmemis bir zar i¢in teorik f(n) olasiliklar1

6
> f(n) =1
n=1

bagintisini saglamalidir. Neden? Eger zar yiiklenmis ise bu baginti yine saglanir mi1?
Aciklayin.

2. Bir paranin 100 defa havaya atildigini ve sonucun 54 yazi 46 tura geldigini kabul edin.
Paranin hileli olup olmadig1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz?

3. Soru 1°deki bagintiya gore f(n)’nin alt1 degerinin hepsi de bagimsiz degildir; herhangi besi
bilinirse altincis1 hesaplanabilir. Bu 2 sinamasini v = 6 yerine v = 5 alacagmizi m
soyliiyor? Agiklayin.

4. Hilesiz (simetrik) bir madeni para birgok defalar atilirsa yazilarin turalara orani bire
yaklagsmalidir. Bu ayrica yaz1 ve tura sayisi arasindaki farkin sifira yaklasacagi anlamina
gelir mi? Yani fark, deneme sayisi ile birlikte ¢ok biiyiik degerlere ulasirken oran yine de
bire yaklasabilir mi? Ag¢iklayim.

5. 2 sinamasi veya bunun degistirilmis bir sekli, yiiklii bir zarm hangi tarafinin yiikli
oldugunu bulmada kullanilabilir mi? Bunun nasil yapilabilecegini anlatin.
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x> Degerleri

v : Serbestlik derecesi

OLASILIK
v 0.99 0.98 095 | 090 | 0.80 | 0.70 | 050 | 0.30 | 0.20 | 0.10 | 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.001
1 | .00016 | .00063 | .0039 | .016 | .064 15 46 107 | 164 | 271 | 3.84 | 541 | 6.64 | 10.83
2 .02 .04 .10 21 45 71 139 | 241 | 322 | 460 | 599 | 7.82 | 9.21 | 13.82
3 A2 18 .35 .58 100 | 142 | 237 | 366 | 464 | 6.25 | 7.82 | 9.84 | 11.34 | 16.27
4 .30 43 71 106 | 1.65 | 220 | 3.36 | 488 | 599 | 7.78 | 9.49 | 11.67 | 13.28 | 18.46
5 .55 .75 114 | 161 | 234 | 3.00 | 435 | 6.06 | 7.29 | 9.24 | 11.07 | 13.39 | 15.09 | 20.52
6 87 113 | 164 | 220 | 3.07 | 3.83 | 535 | 7.23 | 8.56 | 10.64 | 12.59 | 15.03 | 16.81 | 22.46
7 1.24 1.56 217 | 283 | 3.82 | 467 | 6.35 | 838 | 9.80 | 12.02 | 14.07 | 16.62 | 18.48 | 24.32
8 1.65 2.03 273 | 349 | 459 | 553 | 7.34 | 9.52 | 11.03 | 13.36 | 15.51 | 18.17 | 20.09 | 26.12
9 2.09 2.53 332 | 417 | 538 | 6.39 | 834 | 10.66 | 12.24 | 14.68 | 16.92 | 19.68 | 21.67 | 27.88
10 | 2.56 3.06 394 | 486 | 6.18 | 7.27 | 9.34 | 11.78 | 13.44 | 15.99 | 18.31 | 21.16 | 23.21 | 29.59
11| 3.05 3.61 458 | 558 | 6.99 | 815 | 10.34 | 12.90 | 14.63 | 17.28 | 19.68 | 22.62 | 24.72 | 31.26
12 | 357 4.18 523 | 6.30 | 7.81 | 9.03 | 11.34 | 14.01 | 15.81 | 18.55 | 21.03 | 24.05 | 26.22 | 32.91
13| 411 4.76 589 | 7.04 | 863 | 9.93 |12.34 | 15.12 | 16.98 | 19.81 | 22.36 | 25.47 | 27.69 | 34.53
14 | 4.66 5.37 6.57 | 7.79 | 9.47 | 10.82 | 13.34 | 16.22 | 18.15 | 21.06 | 23.68 | 26.87 | 29.14 | 36.12
15| 5.23 5.98 7.26 | 855 | 10.31 | 11.72 | 14.34 | 17.32 | 19.31 | 22.31 | 25.00 | 28.26 | 30.58 | 37.70
16 | 5.81 6.61 7.96 | 9.31 | 11.15 | 12.62 | 15.34 | 18.42 | 20.46 | 23.54 | 26.30 | 29.63 | 32.00 | 39.29
17 | 6.41 7.26 8.67 | 10.08 | 12.00 | 13.53 | 16.34 | 19.51 | 21.62 | 24.77 | 27.59 | 31.00 | 33.41 | 40.75
18 | 7.02 7.91 9.39 | 10.86 | 12.86 | 14.44 | 17.34 | 20.60 | 22.76 | 25.99 | 28.87 | 32.35 | 34.80 | 42.31
19| 7.63 8.57 | 10.12 | 11.65 | 13.72 | 15.35 | 18.34 | 21.69 | 23.90 | 27.20 | 30.14 | 33.69 | 36.19 | 43.82
20 | 8.26 9.24 | 10.85 | 12.44 | 14.58 | 16.27 | 19.34 | 22.78 | 25.04 | 28.41 | 31.41 | 35.02 | 37.57 | 45.32
21| 8.90 992 | 1159 | 13.24 | 15.44 | 17.18 | 20.34 | 23.86 | 26.17 | 29.62 | 32.67 | 36.34 | 38.93 | 46.80
22 | 9.54 10.60 | 12.34 | 14.04 | 16.31 | 18.10 | 21.24 | 24.94 | 27.30 | 30.81 | 33.92 | 37.66 | 40.29 | 48.27
23| 10.20 | 11.29 | 13.09 | 14.85 | 17.19 | 19.02 | 22.34 | 26.02 | 28.43 | 32.01 | 35.17 | 38.97 | 41.64 | 49.73
24 | 10.86 | 11.99 | 13.85 | 15.66 | 18.06 | 19.94 | 23.34 | 27.10 | 29.55 | 33.20 | 36.42 | 40.27 | 42.98 | 51.18
25| 1152 | 1270 | 14.61 | 16.47 | 18.94 | 20.87 | 24.34 | 28.17 | 30.68 | 34.38 | 37.65 | 41.57 | 44.31 | 52.62
26 | 12,20 | 13.41 | 15.38 | 17.29 | 19.82 | 21.79 | 25.34 | 29.25 | 31.80 | 35.56 | 38.88 | 42.86 | 45.64 | 54.05
27 | 12.88 | 14.12 | 16.15| 18.11 | 20.70 | 22.72 | 26.34 | 30.32 | 32.91 | 36.74 | 40.11 | 44.14 | 46.96 | 55.48
28 | 1356 | 14.85 | 16.93 | 18.94 | 21.59 | 23.65 | 27.34 | 31.39 | 34.03 | 37.92 | 41.34 | 45.42 | 48.28 | 56.89
29 | 1426 | 15,57 | 17.71 | 19.77 | 22.48 | 24.58 | 28.34 | 32.46 | 35.14 | 39.09 | 42.56 | 46.69 | 49.59 | 58.30
30 | 14.95 | 16.31 | 18.49 | 20.60 | 23.36 | 25.51 | 29.34 | 33.53 | 36.25 | 40.26 | 43.77 | 47.96 | 50.89 | 59.70
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OLASILIK DAGILIMI

Deneyde Kullanilan Araglar

Degisik renkte 3 adet 20 yiizlii zar. Bu zarlarin yiizlerinde 0 ‘dan 9’ a kadar olan
sayilar ikiser kez yazilmistir.

GIRIS

Bir rakamli bir gelisigiizel sayilar ¢izelgesinde 0’dan 9’a kadar olan sayilar aym
olasilikla ortaya c¢ikarlar. Ornegin ¢ok sayida tek rakamm bulundugu biiyiik bir
listedeki 7’leri sayarsak 7’lerin sayisi, toplam rakam sayisinin yaklasik onda biridir.
Toplam rakam sayis1 biiyiidiikkge oran onda bire daha da yaklasir. Gelisigiizel segilen
bir saymnin 7 ¢ikma olasiligi 1/10 ‘dur dendiginde anlatilmak istenen budur. Ayni
sekilde madeni bir para atildi§1 zaman, yazi gelme olasiligi 1/2 ‘dir. Bunun anlami
cok sayida atig yapilirsa yazi sayisinin, toplam atis sayisina orani 1/2 olacaktir. Bu
sOylenenler ancak paranin fiziksel olarak bir yana egilimi olmadigr durumlar i¢in
gecerlidir.

Deneyde 20 yiizlii 3 zar kullanarak iic basamakli bir say1 ¢izelgesi hazirlanacaktir.
Zarlar hilesiz ise her zar ilizerindeki say1 gelisi giizel olacaktir. Gelisigiizel sayi
cizelgesi cesitli olasilik dagilimlarimin deneysel olarak incelenmesinde ve deney
sonuglarinin kuramsal beklentilerle karsilastirilmasinda kullanilacaktir.

Bir say1 kiimesini olustururken, 6zellikle bu sayilar deneysel bir dl¢ii veya bir sinav
sonucu ile ilgili ise, bu sayilar grubunun bazi ilging Ozellikleri vardir. Bu
ozelliklerden en belirgini genellikle ortalama deger veya kisaca ortalama denen
aritmetik ortalamadir. “Sinavda ortalama neydi? Aldigin not ortalamanin altinda m1
listiinde mi?”sorular1 her simfta duyulur. Ogrenciler tarafindan alman tiim puanlar
toplanarak bulunan sonug, 6grenci sayisina boliiniir. n, , n,, n; ... Ny veya bir
ornegi nj (1 =1,2,....N ) ile gosterilen N tane say1 varsa, ve bunlarin ortalama degeri
n ile gosterilirse,tanima gore;

n, +n, +..+0y

1 N
n= = 20 (1)
N N;

olacaktir. Ortalama deger bulunduktan sonra ilging baska bir soru, degisik sayilarin,
ortalama degerden, ortalama olarak ne kadar farkli oldugudur. Ornek olarak: Eger bir
sinav sonucunun ortalamasi 70 ve sonuglarin ¢cogu 65 ile 75 arasinda ise “serpilme”
cok fazla degil, fakat sonuglar 20’den 99’a kadar yayilmigsa serpilme oldukca
biiyiiktiir. Agik olarak goriiliiyor ki 60 puanin iki durumdaki yeri farklidir.Oyleyse
dagilganh@in da nicel olarak olgiilmesi gerekir. Bu dagilmaya genel olarak serpilme
veya dagilganlik(dispersiyon) denir.

Dagilganligi bulmak i¢in su yapilabilir: Her sayi ile ortalama arasindaki fark ve bu
farklarin ortalamasi alinabilir. Baz1 farklar pozitif digerleri negatif oldugu i¢in bir
takim gilicliikler ortaya cikar. Gergekte farklar ortalamasinin sifir oldugunu
dogrulamak kolaydir. Bu gii¢liigii ortadan kaldirmak i¢in her farkin karesini alarak
pozitif sayilar elde edilir. Kareleri toplayip N ‘ye bdlerek ortalamayi bulur ve sonra
da karekokii alinir. Sonuca bazen ““ kare ortalama karekokii “ veya “ kok” sapmasi
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denir; fakat asil ad1 standart sapmadir. Bu sekilde dlciilen dagilganlik genellikle o
ile gosterilir. Yukarida sozle verilen tanim asagidaki ifade ile verilir.

Y- @

Standart sapmanin karesi olan o2 biiyiikliigiine genellikle varyans (variance) denir.
Cogu kez 6zel bir sayr setinin(grubunun) ortalamasi ve varyansi ile bu sayilarin
secildigi ve onceden varoldugu kabul edilen bir sayilar grubunun ortalamasi ve
varyansini ayirt etmek gerekir. Ornegin yirmi yiizlii zarlardan biri ele alimis olsun.
Biitiin sayilar ayni olasilikla ¢ikiyorsa ortalamanin tam 4.50 olmasi gerektigi
kolaylikla goriilebilir. Eger zar 36 kez atilirsa elde edilen sonug 4.50 ‘den biraz farkli
olabilir ve eger 9 kez atilirsa ortalamanin 4.50 ‘a yakin olmas1 s6z konusu olamaz.
Belli bir deneyde elde edilmis sayilar grubu olan bir 6rnek dagilim ile bu dagilimin
alinmis oldugu, cok sayidan olusmus ana dagilimin birbirinden ayirt edilmesi
gerekir. Ayni sekilde, ele alinan ornekte tam olarak 4.50 olan ana ortalama ile
genellikle biraz farkli olan 6rnek ortalamayr da birbirinden ayirt edmek gerekir.
Cogu kez ornek dagilimin igindeki eleman sayisi fazla olmasi durumunda, ana
dagilima ¢ok yakin sonuglar vermesi beklenir. Benzer sekilde 6rnek varyans ve
ana varyans gibi tanimlar da yapilabilir..

DENEY

Yirmi yiizlii ii¢ zardan elde edilen sayilar1 Cizelge 1 ‘e gegirerek 360 rakamli bir
gelisiglizel sayilar ¢izelgesi kurun. Zarlardan sayilart okurken hep ayni siray1 izleyin
(6rnegin kirmizi, sar1, mavi) . Bu kural neden énemlidir? Ug zarla bir tek atista iig
say1 elde ederek kurulmus bir say1 ¢izelgesini, bir atista bir say1 elde ederek kurulan
cizelgeden ayirt edebilir misiniz?

Her saymin (0 ’dan 9 ‘a kadar) ¢izelgede kag¢ kez tekrarlandigin1 Cizelge 2A © ya
gecirin ve bu saymalardan her sayinin tekrarlanma olasihgm hesaplaymn.
Sonuglariniz ana dagilimdaki kuramsal olasiliklarla ne kadar uyusuyor?

Cizelge 1 ‘den 36 sayilik bir alt grup secin. Gelisigiizelligi saglamak i¢in ardarda bir
say1 dizisi segmek faydalidir. Bu sayilarin frekanslarini ve hesaplanan olasiliklarim
Cizelge 2B’ye kaydedin. Bu say1 6rneginin ortalamasin1 ve varyansim hesaplayin.
Sonuglarinizi asagida hesaplanan ana ortalama ile ve varyansla karsilastirin. Ayrica
Cizelgel’in tiimii i¢in orta lamayr ve varyans: hesapliyarak ana degerlerle
karsilastirin. Ayr1 ayr1 sayilarla ugrasacak yerde her saymin c¢ikis frekansim
kullanirsamz hesaplar kolaylasir. Ornegin, ni sayis1 drnek iginde Fi kez ¢ikmus ise
ornek ortalamasi:

nF +n,F 4. _ > nE

3
F,+F, +... Y F (3)

n=

ile verilir.
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CIZELGE 1.

CIZELGE 2A CIZELGE 2B

Say1 Frekans Olasihk Say1  Frekans Olasihik

O©CoOoO~NO Ok~ WwWNEFO
oo ~NOoOOoTh~wWwNEF, O

Toplamlarda 36 veya 360 yerine sadece 10 terim alinmistir. Benzerince Ornek
varyansi

o= & (4)
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olur. Sunu da belirtelim ki, her iki durumda ZFi ornekteki rakam sayis1 toplami
olan N’ ye esittir.

Bu halde ana dagilimdaki biitiin i ‘ler i¢in Fi= N/ 10 bekleriz. O zaman Denklem

3)

n=> n,/10=45

verir ve Denklem ( 4)’de

_7) 2
o= Z(nlio n) _ zl(f)‘ -m? =2850-2025=825 (5)

verir. 36 veya 120 girisle sinirli bir 6rnekte ortalamay1 tam 4.5 bulamazsak bize pek
sasirtict gelmemeli. Buna karsin daha biiyiik ornekler icin kabuliimiiziin dogru
cikacagini beklemek gerekir. Sonuglarimizin akla yakin olup olmadigina sezisle
karar verin. Ayrica 6rnek bliylikliigiine bakarak uyusmanin diizelip diizelmedigine
dikkat edin. Neyin uygun bir sapma sagladigi Binom Dagilimi deneyinde ele
alinarak tartisilmaktadir.

Rakam Ciftleri

Simdi 100 rakam c¢ifti se¢in. Bu basitce her {ic rakamli gruplar serisinde soldaki ilk
iki rakamini almakla yapilir. Her ¢iftin toplamini alarak degeri O ile 18 arasinda 100
say1l elde edin. Bu rakamlarin toplamlarimin c¢ikis olasiligi ayni degildir. Ciinkii
bunlarin ¢ogu farkli birkag sekilde olusturulur. Cizelge 3 her toplamin ¢ikabilecegi
cesitli yollar1 ve bunlarin olasiliklarini tam olarak vermektedir. Bu cizelgeyi
tamamlayi. Olasiliklar toplami bire esit oluyor mu?

Sectiginiz 100 ¢iftli 6rnekte O ile 18 arasindaki her sayinin ¢ikis frekansini Cizelge 4
‘e yazin. Toplam c¢ift sayisina bolerek 6rnek olasiligini hesaplayin Cizelge 3 ‘de
verilen ana degerlerle karsilastirm. Orneginizin ortalama de@erini hesaplayin ve
bunu ana ortalama deger olan 9 sayisi ile karsilastirin. Orneginizin varyansini
hesaplayin 16.50 ana degeri ile karsilagtirabilirsiniz. Iki rakaml1 sayilarm toplamu ile
ilgili varyansin bir rakamli sayilarin varyansinin iki katina esit olduguna dikkat edin.
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CiZELGE 3.

Toplam Olasilik

0 00 1/100 = 0.01
1 01 10 2/100 = 0.02
2 02 11 20 3/100 = 0.03
3 03 12 21 30 4/100 = 0.04
4 04 13 22 31 40 5/100 = 0.05
5
6
7
8
9

10

11

12

13

14

15

16 79 88 97 3/100 = 0.03
17 89 98 2/100 = 0.02
18 99 1/100 = 0.01

CIiZELGE 4

Saylr |Frekans |Olasilik |Sayi1 |Frekans |Olasihk

0 10

1 11

2 12

3 13

4 14

5 15

6 16

7 17

8 18

9
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SORULAR

1.

Hava raporundaki yagmur olasilig1 onda birdir denirse, bundan ne anliyorsunuz? Bu
durum hangi anlamda istatiksel bir 6rnektir?

Her biri 0 ile 9 arasinda gelisigiizel 5 sayidan hepsinin, sadece birinin 7 olma
olasilig1 ile hi¢birinin 7 olmama olasilig1 nedir?

N sayida bir grup icin ortalama degerden sapmalarin ortalamasinin 0’a esit oldugunu
gosterin.

Gelisigiizel sayilar gizelgesinin tam anlamiyla gelisiglizel olmasini engelleyecek hata
kaynaklar1 nelerdir?

Herhangi N tane ni sayilar grubu igin varyansin 6% =<n®>o- (1)? ile verildigini
gosteriniz. Burada <n®>o simgesi n’ ’nin ortalamasini gosterir.

p tane n;j sayisinin toplaminin varyansinin, bir tek nj sayisinin varyansi defa p oldugunu
gosteriniz. Ortalama deger p ile oranli bigimde degisirken standart sapmanin sadece
karekok p ile azaldigina dikkat edin. Buna gore toplam icerisinde ne kadar ¢ok rakam
bulunursa ortalamaya gore olan dagilim o kadar dar olacaktir.

Cizelgel‘de olasiliklar toplamimin 1 oldugunu, toplam islemi yapmadan gdsteriniz. Yol
g0s.: Illk N tam sayisimin toplami N(N+1)/2 ‘dir.

Gelisigiizel iki rakam toplamlarinin dagilimi i¢in ana ortalama ve varyans degerlerini
tiiretiniz.
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BiINOM DAGILIMI
GIRIS

Bu deneyde binom dagilimi diye bilinen, ¢ok yararli 6zel bir olasilik dagilimini incelemek
icin gelisigiizel sayilar ¢izelgenizi ve bazi basit deney araglarini kullanacaksiniz.

Binom dagilimini tanitmak amaciyla bazi para atma problemleri ile ise baslayalim. Simetrik
bir para atildiginda bunun "yaz1" gelmesi veya "tura gelmesi olasiligi 1/2'dir (yani %50).
Paranin diislis seklini denetleyemeyiz ve her atis daha 6nceki tiim atislardan bagimsizdir. Bu
nedenle bir atistan yazi ¢ikmissa, bir yazi daha gelme olasilig1 yine 1/2'dir; para bir 6nceki
atis1 hatirlamaz.

Bu sirada iki yazi gelme olasiligt nedir? Bu degisik bir sorudur. Bu olayin ¢ikmasi her birinin
basar1 olasilig1 1/2 olan bagimsiz iki ayr1 olaymn oluslarina baghdir. Bilesik olayin olasilig
ayr1 olasiliklarin ¢arpimina, veya 1/4'e esittir. Bu sonucu degisik bir yoldan elde etmek i¢in
suna dikkat etmek gerekir; para iki defa atilirsa esit olasilikli dort ayr1 olay vardir:

YY YT TY TT

Bu dordiinden yalniz bir tanesi istedigimiz olaydir, o halde olasilik 1/4'diir. Bir paray ardisira
artacak yerde, iki 0zdes parayr aymi anda atarak da aymi sonucu elde edebiliriz. Zaman
sirasinin bir 6nemi yoktur.

Uc atis halinde, her atisin olabilir iki sonucu bulundugu igin olasilig1 esit olaylarm toplam
sayis1 22 veya 8'dir. Bu olaylar sunlardir:

YYY YYT YTY YTT TYY TYT TTY TTT

Su halde arka arkaya ii¢ yazi elde etme olasilig1 1/8’dir. Gergekten yukaridaki olaylarin her
biri i¢in olasihik (1/2)%tiir. N atis halinde yaz1 ve turalarin herhangi bir dizilisi i¢in olasilik
(/2N olur.

Simdi biraz daha degisik bir soru soralim. Ug atista iki yaz1 gelme olasilig1 nedir? Bu sonucu
veren li¢ degisik dizilis vardir; YYT, YTY ve TYY. Her birinin olasilig1 1/8 olduguna gore
toplam olasilik 3/8'dir. Ayni sekilde ii¢ atista bir tek yazi gelme olasiligi da 3/8 olacaktir. Sifir
ile li¢ arasinda herhangi bir yaz1 gelme olasiligr 1/8 + 3/8 + 3/8 + 1/8 = 1'dir. Boyle olmasi1 da
pek sasirtict olmasa gerek.

N atista n yaz1 gelme olasiligi nedir? ilk dnce, n yaziyla, N - n turanin herhangi 6zel bir
dizilisi i¢in olasilik (1/2)N'dir. Fakat n yaz1 kag degisik diizenleme iginde gelebilir? Yani, her
defasinda N sayisinin n tanesi alinarak yapilabilecek diizenleme kag¢ tanedir? Bu soruyu
cevaplandirmak i¢in her birinin ayr1 bir dligme yeri olan N tane paramiz bulundugunu
diisiinmek yararlidir. n tane yaziy1 bu yerlere dagitirken bunlardan birincisi i¢in N tane yer
secmeye hakkimiz var. Bu yerlerden her birine karsilik geri kalan N - 1 yeri ikinci yaziya,
bunlardan her birisi i¢in de N - 2 yeri li¢lincii yaziya vb. secerek gider, sonunda n inci yaziy1
geri kalan (N - n + 1) yerden birine yerlestirebiliriz. Buna gore N atis arasinda n yazinin
toplam diizenlenim sayis1

N(N-1) (N-2) (N-3)...(N-n+1) 1)
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gibi olacaktir. Fakat bu dogru degildir, ¢iinkii aslinda esdeger olan ¢ok sayida diizenlenisi
farkliymis gibi saydik. n yazidan hangilerinin ayr1 konumlarda oldugu bizi ilgilendirmez; yazi
yazidir. O halde ger¢ek sayisini bulmak i¢in bunu, n yazmin kendi aralarinda
diizenlenislerinin ka¢ sekilde yeniden diizenlenebilecegini gdsteren sayiya bolmemiz
gerekmektedir. Bunu hesaplamak i¢in n sayinin yeni bastan diizenlenisinde n tane yazidan
herhangi birini 6nce, geri kalan n - 1 taneden herhangi birisini ikinci olarak segip sonugta bir
tek yazi kalincaya kadar bu isleme devam edebilecegimize dikkat ediniz. n cismin boyle
diizenlenme sayisina genel olarak n cismin yerdegistirme (permutasyon) sayisi denir, basit
bir sekilde

n(n-1) (n-2)...(3) (2) (1) = n! )

olacaktir. n! ifadesi "n faktoriyel" diye okunur ve n'den baslayip birer birim azalan biitiin tam
sayilarin ¢carpiminin kisaltilmigini gosterir. Tanim olarak 0! = 1'dir.

Demek ki N denemedeki n yaziy1 gesitli diizenler iginde siralama sayisi ( buna genellikle her
defasinda n tanesi segilen N cismin birlestirim ( kombinezon) sayis1 denir.)

N(N-1)(N-2)...(N-n+1)
n!

©)

dir. Cogu kez {N} ile gosterilen bu ifade, pay ve payda (N —n) ! ile ¢arpilip
n

basitlestirilerek asagidaki sekle konabilir.

N N
{n} ~ (N-n)n! ®

Son olarak, Pn(n) ile gostereceginiz N atista n yazi elde etme olasiligi

Pa(r) = ()" ﬁ = " m 5)

olacaktir. Bunu sinamak i¢in 3/8 oldugunu bildigimiz 3 atista iki yaz1 elde etme olasiligini
hesaplayabiliriz. Bu durumda n =2 ve N = 3'tiir.

1, 2 3
P@=GY G om 8

O halde buldugumuz ifade isliyor! Olagan baska durumlar1 sinayabilirsiniz. Simdi kiigiik bir
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genellestirmeye gidelim. Para atisinda bir tek yazi i¢in olasilik 1/2 alinmisti. Yine N bagimsiz
olayimiz bulunsun, fakat her birinin kazanma olasiligi 1/2 degil, 0 ile 1 arasinda bulunan
baska bir p sayist olsun. Buna gore N denemenin tam n tanesinin kazanma olasilig1 ne
olacaktir?

Biitiin hesaplar basit bir degisiklikle daha Once yapilanlar gibidir. n kazanmanin 6zel bir
sekilde diizenlenis olasiligin1 bulmamiz ve bunu yine Denk.(4) ile verilen n kazancin N
deneme arasindan seg¢ilme yollar1 sayisi ile ¢arpmamiz gerekiyor. n kazanma ve N - n tane

kaybetmenin 6zel bir diizenlenisi i¢in olasilifi, p kazanma, q = 1 - p'de kaybetme olasilig1
olmak tizere

p"gN " =p"@-pN" (6)

dir. Her denemede kazanma olasiligi p olduguna gére N denemede tam n kez kazanma
olasilig1

Pn,p(M=p"gN " m =p“qN‘”ﬁ (7)

olacaktir. Dikkat edilirse para atma deneyinde p = q = 1/2 oldugu i¢in bu ifade 6ncekine
indirgenmektedir.

Genellestirilmis olasilik formiiliiniin basit bir uygulamasi olarak birkag tane yirmi yiizlii zarin
atildigin1 diisiinelim: Ornegin bdyle 3 zar attigimiz zaman, iki 7 elde etme olasiligi nedir?
Her ayri olay i¢in p olasiligi 1/10, N =3 ve n = 2'dir. Buna gore olasilik

1,9 3
Patno (2) = (=) (—=)*? —> _ =0.027
e @)= (15" (0] 5o

dir. Denk (7) ile verilen olasilik dagilimina, binom ag¢ilimimin katsayilar ile yakin iligkisi
nedeniyle binom dagilimu denir. Gergekten,

N
[N N N
(q+p)N=Zp”qN n {n} = {O}q“”[l}q“‘lw
n=0

[ﬂq“'zp2+---+ [Mp“‘ (®)

oldugunu gostermek giic degildir. Buradan beklenildigi gibi hemen
N
ZPN,p(n)=1 (9)
n=0
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oldugunu goriiyoruz. ( Bunu neden bekledik?)

Binom dagiliminda n'nin ortalama degeri ilgi ¢ekicidir. Bir an i¢in N tane para atma
problemi diistiniiliirse, yazilarin ortalamasinin veya ortalama degerinin N deney sayisi ile her
atista yazi gelme olasiliginin yani 1/2'nin ¢arpimina, bagka deyimle N/2'ye esit oldugu agiktir.

Biraz daha az agik olsa da P'nin 1/2'ye esit olmadig1 halde de n ortalama degerinin

n=Np (20)

ye esit olacagi akla yatkindir. Bunun dogru oldugu gosterilebilir; fakat bir takim hesap "oyun"
lar1 gerektirdiginden burada verilmeyecektir. Benzer oyunlarla! dagilimin "genisligini" veren
dagilma ( varians ) da hesaplanabilir. Bu ise

c?=Npq (11)

ile verilmektedir.

POiISSON DAGILIMI

N'nin biiylik degerleri icin biiylik sayilarin faktoriyelleri s6z konusu oldugundan binom
dagilimi formiilii kullanigsiz hale gelir. Bu halde kullanilmasi ¢ok daha kolay olan yaklasik
ifadelerin elde bulunmasi iyi bir rastlantidir. Burada, N biiyilirken p'min ¢ok kiiciildiigii ve
boylece n= Np ortalama degerinin sonlu kaldig1 hallerde gecerli olan ve Possion dagilimina
gotiiren yaklasikligi ele alacagiz. N biiyiirken p'nin kii¢iilmedigi farkli bir yaklasiklik Deney
MI 6'da incelenecektir. Bu yaklasikligin verecegi dagilim normal veya Gauss dagilimdir.

N'nin ¢ok biyiik ve p'nin ¢ok kii¢iik oldugu durumlarda gegerli olan yaklagiklik asagidaki
gibidir: (Bu siirda n'nin uygun olasilikli degerleri ancak N'ye gore ¢ok kiiciiktiir.) Once,

N
(N-n)!

N(N-1)eee(N-n+1) (12)

carpanini diigiinelim. Bu, N'den pek farkli olmayan n terimin ¢arpimidir. Bu nedenle Denk.
(12) ifadesinin yerine N" alacagiz. Ikinci olarak qN™ carpanini

N
N =N = EEP (13)
(1-p)

seklinde yazalim. Burada payda hemen hemen bire esittir, ¢linkii bire ¢ok yakin bir saymin
cok biiyiik olmayan bir kuvveti alinmistir. Boylece asagidaki ifade elde edilir.

! Dogrulamanin ayrintilar1 igin bk: H. D. Young- Statistical Treatment of Experimental Data, Mc Graw Hill
Book Company, New York, 1962.
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n N (Np)"@-p)"

~nl_
P,p(M =p"a-p)N = . (14)
N'yi yok etmek i¢in a = Np kisaltmasini yaparsak;
n alp n a
a (1- a
Pam= 8P 2 0 pyl/P ] (15)

olur. Geriye kalan is asagidaki

lim (1-p)?
pTMO

limitini hesaplamaktir: Bu limit biitiin analiz giris kitaplarinda incelenmekte ve degerinin, e
dogal logaritma tabani olmak lizere 1/e'ye esit oldugu gosterilmektedir. Sonugta Poisson
dagilimi denen

ale™

n!

a
Pa (n) =

(16)

bagintisini elde ederiz. Bu ifadede asil binom dagiliminin belirtgin N ve p sabitleri yerine bir
tek a sabiti gelmektedir. Bu farkin nedeni binom dagiliminin Np c¢arpimi sonlu kalacak
sekilde N™oo'a ve p<«0'a giderken limitini almis olmamizdir.

Poisson dagilimimin elde edilis sekline bakarak, olay sayisinin ¢ok biiyiikk ve bir olayin
kazanma olasiliginin ¢ok kii¢iik oldugu, bdylece a = Np carpiminin sonlu kaldigr durumlara
uyan dagilimin bu oldugu bilinmelidir. Possion dagiliminin en genel uygulama yerlerinden
biri radyoaktivitenin anlatimidir. Elimizde herbirinin belli bir zaman araliginda bozunma
olasiligi 10° olan 10%° tane radyoaktif cekirdek bulunabilir. Bu zaman araligindaki toplam
parcalanma sayist N = 10%°, p = 10'° ve a = 10 olmak iizere Poisson dagilim1 gsterir. Poisson
dagilimi i¢in n ortalama degerini ve variansi, binom dagiliminda bunlara uyan Denk (10) ile
(11)'de verilen niceliklerden dolaysiz olarak hemen hesaplayabiliriz. q bire ¢ok yakin
oldugundan a parametresi cinsinden agagidaki basit sonuglar1 buluruz.

n=a c?’=a (17)

DENEY

1. Deney 4 icin hazirlanan gelisigiizel sayilar cizelgesi binom ve Poisson dagilimlari i¢in
ilging drnekler verir. Yirmi yiizli zar ile elde edilen ii¢-rakamh gelisigiizel sayilar1 alarak
her li¢ gruptaki 7'lerin sayis1 i¢in bir frekans sayimi yapin. Yani, iic rakamli sayilardan kag
tanesinde hi¢ 7 yoktur; bir tane 7, iki 7 veya ii¢ 7 kag¢ tanesinde var? Sonuglarinizi ana
binom dagilimma gore beklediklerinizle karsilastirin. Ornek ortalamasini ve variansi
hesaplayip ana binom dagilimindaki degerlerle karsilastirin.
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2. Simdi de gelisiglizel sayilar ¢izelgesindeki dokuz rakamh gruplari alalim. 9 rakamli
karesel gruplarin her birindeki 7'lerin sayisi i¢in frekans sayimi yapin; ¢izelgede boyle 40
grup bulunmaktadir. Sonuglarinizi Cizelge 1’ e gecirin.

Biitiin rakamlarin frekans sayimini elde etmek iizere bu sayimlar1 6teki rakamlar iginde
tekrarlayin ve frekanslari her satira yazin. Son olarak, olasiliklart elde etmek i¢in bunlart
toplam 6lgme sayisina boliin ( 6lgme sayis1 40°dir. Neden?) .

Sonuglarinizi  Pnyio (n)  binom dagilimi degerleriyle karsilastirin. Bu dagilimin
degerlerini hesaplarken P(n+1)'i P(n) cinsinden veren bir geri gotiirme (recurrence)
bagintis1 kullanmak fazla iglem yapmay1 engeller.

CIiZELGE 1

Frekans [F(n)]
Say1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

0

1

Binom daglimi i¢in uygun olan geri gotlirme bagintis1 Denk.(7) nin dogrudan
uygulanmasiyla sinayabilecegimiz asagidaki bagintidir.

N—-n
PN,p(N+1)=%PN,p(n) (18)

Buna gore sadece Pnp(0)1 hesaplamak ve bu bagintiyr kullanmak yeterlidir. Geri gétiirme
bagintisint kullanirken basta yapilan bir hata siire gideceginden genel olarak bu yol biraz
sakincalidir. Bununla birlikte bu 6zel durumda artan n'ler i¢cin P’nin degerleri ¢ok c¢abuk
kiiiildiigiinden bir sakinca yoktur. Gergekten, n>4 igin degerlerin 10™>'ten kiigiik oldugunu
boylece daha ileri gitmenin anlamsizligini gérmelisiniz.
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3. Simdi 9 rakamli gelisigiizel say1 gruplarindaki sayilarmm dagilimi igin Poisson

yaklagikligini ele alalim. N =9, p = 1/10 olup a = Np = 0,9'dur. Poisson dagilimini
kullanarak n'nin 0'dan 9'a kadar olan degerleri i¢in olasiliklar1 yeniden hesaplayin.
Hi¢ kuskusuz N =9, N = o ' dan ¢ok uzak oldugundan Kkesin bir uyusma
beklememeliyiz, fakat yine de karsilastirma ilgi ¢ekicidir. Binom dagilimin=0 ven=1
icin ( N ve p'min 6zel degerlerinin sonucu olarak) ayni degerler verirken Poisson
dagiliminin P(0) ve P(1) i¢in bunlardan sira ile %35 daha biiyiik ve daha kiiciik degerler
verdigine dzellikle dikkat edin. Daha biiylik n'ler i¢in yaklasikligin dogrulugu artiyor
mu, yoksa azaliyor mu?

SORULAR
1. Denk (18)'de verilen geri gotiirme (recurrence) bagintisini ¢ikariniz.
2. Poisson dagilimi i¢in asagida verilen geri gotiirme bagintisini ¢ikariniz.
Pa(n+1) = ——Py(n)
n+1
3. Cok sayida yumurtadan % 1'1 ¢iiriik ¢ikiyor. Bunlardan se¢ilmis gelisiglizel bir diizine

yumurtadan higbirinin ¢iiriik ¢ikmama, birinin ve birden fazlasinin ¢iiriik ¢ikma olasiligi
nedir?

Bir Pazar giinii 68leden sonra gezinti i¢in disariya ¢ikan bir adam asagidaki oyunu
oynuyor. Hareket noktasini da igine alan her kdse basinda yazi-tura atiyor. Yazi gelirse
kuzeye, tura gelirse giineye bir oteki koseye kadar yiiriiyor. N atistan sonra baslangic
noktasina olan uzakliklarin olasilik dagilimmi bulunuz. Adam bu oyunu birka¢ Pazar
oynadigina gore N atistan sonra baslangica olan ortalama uzakligi hesaplaym. Bu
ortalama deger N ile nasil degisir?

Dogan bebek sayisinin Poisson dagilimina uydugunu ve ikiz dogma olasiligimin 1/100
oldugunu kabul edelim. Besiz dogma olasiligin1 bulunuz.
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NORMAL DAGILIM

GIRIS

Normal veya Gauss dagilimi, Binom dagiliminin N biiyiirken p'nin sonlu kaldig1 limit halidir.
( N biiytirken p'nin kiigiiliip Np ¢arpiminin sonlu kaldig1 Poisson dagilimindan bu sekilde ayr1
diismektedir.) Gauss dagilimi o6zellikle deneysel fizikgiler i¢in biliyiilk 6nem tasir; cesitli
Olciimlerde yapilan gelisiglizel hatalarin dagilimi Gauss dagilimi ile tanimlanir. Tek tek
hatalar bu dagilima uymasa bile, bu hata gruplarinin ortalamalar1 6zellikle ¢ok biiyiik gruplar
icin Gauss dagilimina uyar. Gelisigiizel hatalar ortalama deger etrafinda (+) ve (-) olarak esit
olasilikta goriildiiklerinden Gauss dagilimi, Binom dagiliminin 6zel bir hali olarak
diistiniilebilir.

KURAMSAL BIiLGi

Gauss dagilimimin matematiksel ispatindan ziyade, deneyciler icin, deneysel dl¢timlerdeki
gelisiglizel hatalarin bu dagilima uymasi 6nemlidir. Bu 6zelligi nedeniyle bu dagilim bazen
normal hata fonksiyonu ( normal error function) olarak anilir ve Gauss dagilimina uyan
hatalara da normal dagilimli ( normally distributed ) denir. Gauss dagilimi;

fx) = Ae- N (x=m) (1)

seklinde ifade edilir. Burada A,h ve m sabitlerdir. x bir dl¢iimden elde edilen deger olup,
stirekli bir degiskendir. Binom ve Poisson dagilimlarinda ise bu bir tam sayidir.
Sekil 1 bu dagilim fonksiyonunun grafigini gostermektedir.

f(x)4

_1_ x
h

Sekil 1. Gauss dagilim fonksiyonu

h parametresi, ¢an egrisinin genisligi ile ilgili bir parametredir. dx ¢ok kii¢iik bir aralik olmak
kosulu ile, f(x)dx 6l¢gme sonunda elde edilen bir degerin x ile x + dx arasinda bulunma
olasiligini verir. Bu ifadenin basit grafiksel yorumu Sekil 2'de goriilmektedir . f(x)dx aslinda
egrinin altinda dx genisliginde tarali olan alandir. Benzer sekilde dlgiilen niceligin a< x <b
araliginda bulunma olasilig1
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P(ab) = ijamx

)

olacaktir. Bir 6l¢gme sonucunun herhangibir yere diismesinin toplam olasiligi 1' dir, buna gore
f(x) egrisinin altinda kalan toplam alan 1 olmalidir.

f (x) 4

-dx

£:f@mx:1

Sekil 2.

@)

Buna normalizasyon kosulu denir. Bu kosuldan yararlanarak A,h ve m sabitleri lizerindeki

stirlamalar bulunabilir.

+o0 2 2
I Ae N (X=m) " g4y =1

h(x-m)=z

alinirsa;

+00 2
L el dz=r
oldugundan;

A=h/Jr

elde edilir. Boylece Gauss dagilimi;

(4)
()

(6)

(7)

(8)
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f) = (h/vr)e-Nx=m)* 9)
olur.

Cok sayidaki O0lgme sonucunda elde edilen x degerlerinin ortalamasi, X, bu dagilim
fonksiyonu i¢in hesaplanirsa;

X = [w x f (x) dx (10)
X =hir [T xe M X=m " g (11)
bulunur.

(5) deki z kullanilirsa;
X =1/ [7 @h+me? dz (12)

elde edilir. Birinci integral terimi, z'nin negatif ve pozitif degerlerinin birbirini gotiirmesi
nedeni ile sifir olur. Bu durumda ortalama deger,

X =m/Jr fj e‘zzdz:(m/\/;) Jr

X =m (13)
elde edilir.

Benzer sekilde varyans hesaplanabilir.

o? = j: (x-X)2f(x) dx (14)

o= [7 (x-my(n/Jr)ye N x=mF (15)

Integralin alinmas ile,
o?=1/(2h?)  veya c=1/+/2h (16)

varyans ve standart sapma elde edilir.
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Sekil 3 ' den goriildiigii gibi, h biiyiidiik¢e, daha keskin bir egri elde edilir ve buna gore, h
dagilimin hassasiyetinin 6l¢iisii olarak tanimlanabilir.

b —— —— — — s —— — o ——

-

Jhmem——-

Sekil 3.
Gauss dagilim fonksiyonun son sekli

T2 2
f(x) =1/ (J2x o) e (X—X) 120 (17)
olarak yazilabilir.
Bu fonksiyonun tanimladigi egri, x = X ¢evresinde simetriktir ve o her zaman dagilimin

genisligini verir. Egrix = X £ o degerlerinde x = X deki biiyiik degerinin e/ ‘sine diiser.
Sekil 4, Denklem (17) nin grafiksel gdsterimidir.

f(x) =1/ (V27 o) e (X~ X)2120°
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DENEY

Olgiilen herhangibir niceligini a,b araliginda bulunma olasiligi (2) bagimntist ile
P(a,b) :jb f(x) dx olarak verilmisti. Buna gore; x'in x * o smirlart arasindaki

herhangibir degeri alma olasiligin

X+o 72 2
P(X-0,X+0 )= 1 (J2r o) j e (X=X)71207 gy

X-o
bagintisina gore hesaplayn..

Benzer sekilde x'in ( X—20,X+20) ve ( X—30,X+30) arasina diisme olasiligini
bulun.

Gelisigiizel sayilar ¢izelgenizdeki 360 sayi igerisinde O ile 9 arasindaki her rakamin kag
kez geldigini sayarak bir tablo hazirlaymn ve her rakamin ( X—o,X+o) araligina diisiip

diismedigini belirleyin.
360 sayili tablonuzdaki tek ve ¢ift rakamlar1 saym . % 95 ve % 65 ' lik bolgelerin

siirlarini belirleyerek tek-¢ift dagiliminin hangi bolgede oldugunu bulun.

Bir metal paray1 100 kez atarak yazi ile tura gelme sayilarini kaydedin. Bu degerin, hangi
dagilim bolgesinin i¢inde oldugunu bularak paranin egilimli olup olmadigini yorumlayin.

SORULAR

1.

2.

3.

Bir deneyde 6l¢gme sonuglarinin Gauss dagilimina uydugunu varsayarak, alinan 6l¢tim-
lerin ortalama deger etrafinda +1/2c araligina diigme olasiligini hesaplaymiz.

Bir sinavda alinan notlar 76 ortalama ve 15 standart sapma ile normal dagilim
gostermektedir. Ogrencilerin % 15'1 A, ve % 10'u F notu almstir.

a) A alabilmek i¢in en diisiik notu,
b) Gegebilmek i¢in en diisiik notu bulunuz.

Bir civali manometrede civa siitununun yiiksekligi (h) 10 kez 6l¢iilmiis ve asagidaki veri-
ler elde edilmistir.

Ol¢me no. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h(cm) 55.06 54.92 55.01 55.00 5498 5499 55.02 55.03 55.02 54.97

Bu verilerin h = 55.00 cm ortalamaya sahip bir Gauss dagilimma uydugu bilindigine
gore; bundan sonra yapilacak iki 6lgme sonucunun (54.98 — 55.02) cm araligina diisme
olasiligini hesaplayin.

42



KAYNAKLAR

1. Statistical Treatment of Experimental Data, Hugh D. Young, McGraw-Hill Comp., 1963
2. Berkeley Physics Laboratory, Alan M. Portis, Hugh D. Young, McGraw-Hill Comp., 1971
3. An Introduction to Probability Theory and Its Applications (Vol 1), Feller W., 1968

4. Istatistik Fizik, Dr. Fevzi Apaydin, H. U. Yaynlar1, 1988

43



Normal Dagilim Tablosu

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
11
1.2
1.3
14
15
1.6
1.7
1.8
1.9

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
29

3.0

0.00
0.0000
0.0398
0.0793
0.1179
0.1554
0.1915
0.2257
0.2580
0.2881
0.3159

0.3413
0.3643
0.3849
0.4032
0.4192
0.4332
0.4452
0.4554
0.4641
0.4713

0.4772
0.4821
0.4861
0.4893
0.4918
0.4938
0.4953
0.4965
0.4974
0.4981

0.4987

0.01
0.0040
0.0438
0.0832
0.1217
0.1591
0.1950
0.2291
0.2611
0.2910
0.3186

0.3438
0.3665
0.3869
0.4049
0.4207
0.4345
0.4463
0.4564
0.4649
0.4719

0.4778
0.4826
0.4864
0.4896
0.4920
0.4940
0.4955
0.4966
0.4975
0.4982

0.4987

0.02
0.0080
0.0478
0.0871
0.1255
0.1628
0.1985
0.2324
0.2642
0.2939
0.3212

0.3461
0.3686
0.3888
0.4066
0.4222
0.4357
0.4474
0.4573
0.4656
0.4726

0.4783
0.4830
0.4868
0.4898
0.4922
0.4941
0.4956
0.4967
0.4976
0.4982

0.4987

0.03
0.0120
0.0517
0.0910
0.1293
0.1664
0.2019
0.2357
0.2673
0.2967
0.3238

0.3485
0.3708
0.3907
0.4082
0.4236
0.4370
0.4484
0.4582
0.4664
0.4732

0.4788
0.4834
0.4871
0.4901
0.4925
0.4943
0.4957
0.4968
0.4977
0.4983

0.4988

0.04
0.0160
0.0557
0.0948
0.1331
0.1700
0.2054
0.2389
0.2704
0.2995
0.3264

0.3508
0.3729
0.3925
0.4099
0.4251
0.4382
0.4495
0.4591
0.4671
0.4738

0.4793
0.4838
0.4875
0.4904
0.4927
0.4945
0.4959
0.4969
0.4977
0.4984

0.4988

0.05
0.0199
0.0596
0.0987
0.1368
0.1736
0.2088
0.2422
0.2734
0.3023
0.3289

0.3531
0.3749
0.3944
0.4115
0.4265
0.4394
0.4505
0.4599
0.4678
0.4744

0.4798
0.4842
0.4878
0.4906
0.4929
0.4946
0.4960
0.4970
0.4978
0.4984

0.4989

0.06
0.0239
0.0636
0.1026
0.1406
0.1772
0.2123
0.2454
0.2764
0.3051
0.3315

0.3554
0.3770
0.3962
0.4131
0.4279
0.4406
0.4515
0.4608
0.4686
0.4750

0.4803
0.4846
0.4881
0.4909
0.4931
0.4948
0.4961
0.4971
0.4979
0.4985

0.4989

0.07
0.0279
0.0675
0.1064
0.1443
0.1808
0.2157
0.2486
0.2794
0.3078
0.3340

0.3577
0.3790
0.3980
0.4147
0.4292
0.4418
0.4525
0.4616
0.4693
0.4756

0.4808
0.4850
0.4884
0.4911
0.4932
0.4949
0.4962
0.4972
0.4979
0.4985

0.4989

0.08
0.0319
0.0714
0.1103
0.1480
0.1844
0.2190
0.2517
0.2823
0.3106
0.3365

0.3599
0.3810
0.3997
0.4162
0.4306
0.4429
0.4535
0.4625
0.4699
0.4761

0.4812
0.4854
0.4887
0.4913
0.4934
0.4951
0.4963
0.4973
0.4980
0.4986

0.4990

0.09
0.0359
0.0753
0.1141
0.1517
0.1879
0.2224
0.2549
0.2852
0.3133
0.3389

0.3621
0.3830
0.4015
0.4177
0.4319
0.4441
0.4545
0.4633
0.4706
0.4767

0.4817
0.4857
0.4890
0.4916
0.4936
0.4952
0.4964
0.4974
0.4981
0.4986

0.4990
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